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Vermoeden: ZACB is constant (in figuur 12.1 als punt € over de bovenste boog A2 loopt).

* 3a2 *

3bE  Vermoeden: De drie cirkels gaan door één punt.

Vermoeden: LACB = %AACB. 3cE  Vermoeden: De drie lijnstukken gaan door één punt.

C

Gegeven: De punten € en D op dezelfde cirkelboog AB.

Te bewijzen: £C = £D.

Bewijs: Teken een punt £ op de cirkelboog A2 waarop niet de punten ¢ en D liggen.
ZC + £LE =180° (AEBC is een koordenvierhoek) B
2D+ £E =180° (AEBD is een koor‘denvier‘hoek)} =<£C0=2D.

Uit de stelling van de constante hoek volgt dat ZACB overal op een cirkelboog A8 gelijk is.

Gegeven: De punten A, B, € en D met € en D aan dezelfde kant van AB en £C = £D.

Te bewijzen: € en D liggen op dezelfde cirkelboog AB. c
Bewijs: Teken de cirkel door de punten A, Ben C. D
£C + £E =180° (AEBC is een koordenvierhoek) B o
2C = 2D (gegeven) }:AD+AE—180 .
Dus AEBD is een koordenvierhoek.
Hieruit volgt dat € en D op dezelfde cirkelboog A2 liggen. A

In vierhoek ABCD liggen C en D aan dezelfde kant van AB.
Als ZADB = ZACB, dan liggen C en D op dezelfde cirkelboog A8 (constante hoek),
dus A, B, €, en D liggen op één cirkel = ABCD is een koordenvierhoek.

Gegeven: De punten A, B, en C op de cirkel met middelpunt M (zie figuur 12.4a).
Te bewijzen: ZLACB =12 AMB. c
Bewijs: Verleng AM. Zo ontstaat de middellijn AD.
ZLACB = ZADB (constante hoek) }
=

ZLMDB = ZMBD (gelijkbenige driehoek)
ZMDB + ZMBD + £ BMD =180° (hoekensom driehoek)
2-LACB + £BMD =180°

ZLAMB + £ BMD =180° (gestrekte hoek)

Gegeven: De punten A, B, en C op de cirkel met middelpunt M (zie figuur 12.4b). <
Te bewijzen: ZACB = %ZAMB. A ﬁ\
Bewijs: Verleng AM. Zo ontstaat de middellijn AD. B
2D =180° - £C (koordenvierhoek)
£ B1 = 2D (gelijkbenige driehoek) } = M +180°-£C +180° - £C = 180°}

} =2 -LACB=LAMB = L ACB = %AAMB.

U

LM+ £D + £By =180° (hoekensom driehoek) £ My =180° (gestrekte hoek)
LM+ LMy =2 LC = LMip =2 L8 =5 2Myp = £C ofwel LACB =L 24AMB.

Alternatieve uitwerking , R
Gegeven: De punten A, B, en € op de cirkel met middelpunt M (zie figuur 12.4b). *K
Te bewijzen: LACB = %ZAMB.

Bewijs: Teken punt D op de cirkel zoals hiernaast en teken €D en OM. ‘

LC = %AMI (onderdeel 6a) 1 1
LCH = EZMZ (onderdeel 6a)
Gegeven: De punten A, B, en C op de cirkel met middelpunt M (zie de figuur hiernaast). M
Te bewijzen: LACB = %LAMB. A .
Bewijs: ZACB =90° (Thales) 1
ZLAMB =180° (gestrekte hoek)} = ZACE = 2 LAME.
B_C

Gegeven: Een cirkel met middelpunt M en de gelijke bogen A2 en CD.
Te bewijzen: AB = CD.
Bewijs: boog AB =boog CO = LAMB = 2EMD

AM = BM = CM = DM (straal van de cirkel)} = AAMB 2 ACMD (ZHZ) = AB = CD.
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A
7b Gegeven: Een cirkel met middelpunt M en de gelijke koorden A8 en CD.
Te bewijzen: boog AB =boog ¢D.
Bewijs:
AB=cCD

AM = BM = CM = DM (straal van de cirkel)} = AAMB 2 ACMD (Z2Z) = LAMB = LEMD = bozg AB =boog CD.

8 Gegeven: Driehoek ABC met hoogtelijn CF en met FD L BC en FE L AC.
Te bewijzen: ZCDE = ZA.
Bewijs: Teken DE.
LE12 + £D12 =90°+90°, dus CDFE is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
Dus £D1 = ZF; (constante hoek) 2
In AAEF is ZA=90°-ZLF B = 4LD1=ZA
ZF =90° - ZF7 (rechte hoek)} = 2A= ZFZ} ofwel ZCDE = ZA. E >

2

9 Gegeven: De gelijkbenige driehoek ABC met AC = BC en

A F
D

het punt P met ZCDE = %LAC'B aan

dezelfde kant van A8 als C (zie figuur 12.4b).
Te bewijzen: BC = CP.
Bewijs:  Teken de cirkel met middelpunt € en straal AC.

Punt D ligt op de boog AR aan dezelfde kant van A8 als C.

ZD = % ZACB (omtrekshoek)

1 =>2D=1P.
LP = élAC'B (gegeven) Avs

Hieruit volgt dat D en P op de zelfde cirkelboog A8 met
middelpunt C liggen (constante hoek) dus BC = CP (straal van de cirkel).

10a Gegeven: AABC met de naar buiten gerichte gelijkzijdige ~

driehoeken BCP, ACQ en ABR (zie figuur 12.7).

Te bewijzen: De omgeschreven cirkels van de driehoeken

BCP, ACQ en ABR gaan door één punt. ¢

Bewijs:  De omgeschreven cirkels van de driehoeken BCP en ACQ
snijden elkaar binnen AABC in het punt T.
ZP+ ZBTC =180° (koordenvierhoek)} = LBTC =120° (1) AVB

R

ZP = 60° (gelijkzijdige driehoek)

/@ + LATC =180° (koordenvierhoek)
£ Q = 60° (gelijkzijdige driehoek)
Uit (1) en (2) volgt LATB =120°
ZR = 60° (gelijkzijdige driehoek)
Dus ATBR is een koordenvierhoek (koordenvierhoek),

dus T ligt op de omgeschreven cirkel van driehoek ABR.

Hieruit volgt dat de drie omgeschreven cirkels door één punt gaan.

10b Gegeven: AABC met LACB >120° en de naar buiten gerichte

gelijkzijdige driehoeken BCP, ACQ en ABR.

Te bewijzen: De omgeschreven cirkels van de driehoeken

BCP, ACQ en ABR gaan door één punt.

Bewijs:  De omgeschreven cirkels van de driehoeken BCP en ACQ
snijden elkaar buiten AABC in het punt T.
ZP = ZBTC (constante hoek)
ZP =60° (gelijkzijdige driehoek)
£LQRQ = ZLATC (constante hoek) o
£ Q = 60° (gelijkzijdige dr‘iehoek)} = LATC =60°@)
Uit (1) en (2) volgt LATB =60° + 60°=120°
ZR = 60° (gelijkzijdige driehoek)
Dus ATBR is een koordenvierhoek (koordenvierhoek),
dus T ligt op de omgeschreven cirkel van driehoek ABR.
Hieruit volgt dat de drie omgeschreven cirkels door één punt gaan.

} = LATC =120° (2)

}:4ATB+AR=180°

} — /BTC = 60° (1)

}24ATB+4;Q=180°
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1la £C1 = £LC3 =60° (gelijkzijdige driehoek) = £LC1p = LC 23
QC = AC (gelijkzijdige driehoek) = AQBC 2 APC (zHZ). @
BC = PC (gelijkzijdige driehoek)
b AQBC 2 AAPC = LCQB = LCAP ofwel ZCQS = LCAS.
Hieruit volgt dat @Q en A op dezelfde cirkelboog €5 liggen (constante hoek),
dus AQCS is een koordenviehoek.
11c LA = LAz = 60° (gelijkzijdige driehoek) = L A2 = LAp3
AQ = AC (gelijkzijdige driehoek) = AQRQBA 2 ACRA (ZHZ).
AB = AR (gelijkzijdige drichoek)
AQBA L ACRA = LARQB = LACR ofwel LZAQU = ZLACU.
Hieruit volgt dat Q en € op dezelfde cirkelboog AU liggen (constante hoek),
dus AQCU is een koordenviehoek.

11d S5 op AQ en uit 11b volgt dat S op de omgeschreven cirkel van AAQC ligt
U op BQ en uit 11c volgt dat U op de omgeschreven cirkel van AAQC ligt
Dus 5 en U zijn hetzelfde punt, ofwel AP, BQ en CR shijden elkaar in één punt.

1le Heft snijpunt van AP, BQ en CR ligt op de omgeschreven cirkel van AAQC (zie 11d)
Uit AQBC 2 AAPC (zie 11a) volgt op dezelfde manier als in 11b en 11d dat
het snijpunt van AP, BQ en CR op de omgeschreven cirkel van ABPC ligt.
Dus het snijpunt van AP, BQ en CR is het punt T van opgave 10.

12a Gegeven: De punten A, B, C en D op een cirkel zo, dat de
lijnen AB en CD elkaar binnen de cirkel snijden in . .
Te bewijzen: PA-PB=PC - PD.

v

Bewijs:  Teken de lijnstukken AC en BD. B
ZA = 2ZD (constante hoek) . A D
ZB = ZC (constante hoek)} = AACP <> ADBP (hh)
Hieruit volgt % = %, dus (heem kruisproducten) PA-PB = PC - PD.
12b Gegeven: De punten A, B, C en D op een cirkel zo, dat de
lijnen AB en CD elkaar buiten de cirkel snijden in A. c
Te bewijzen: PA-PB=PC - PD. D
Bewijs:  Teken de lijnstukken AC en BD. p
ZA+ £Dy =180 (koordenvierhoek) _ B
2Dy + 2D, =180° (gestrekte hoek)} = £A=2D, = AAPC <> ADPB (hh) A
ZLP=2P
Hieruit volgt PA _PC qus (neem kruisproducten) PA-PB = PC - PD.

PD” PB'

13a Bewijs:  Teken AB en CD.

ZLP+ LA+ £B =180° (hoekensom driehoek) DC I
ZA=12BMC (omtrekshoek) = P+ 5 ZBMC + 1 2 AMD =180 } N "
B
A » k

28 =1 ZAMD (omtrekshoek) LAMB + LBMC + ZLEMD + LAMD = 360°
A +W+M=%4AMB+W+%ACMD+M
Dus LAPB = %AAMB + %ACMD = %(AAMB +ZEMD).

13b Bewijs:  Teken BD.
£Dy+ 2P + ZB =180° (hoekensom dr‘iehoek)} N

2Dy + 2Dy =180° (gestrekte hoek) 2P+ 28=2Dp

ZB= %LCMD (omtrekshoek) | —
2Dy = %LAMB (omtrekshoek)
ZP+ %ACMD = % ZAMB = L APB = %ZAMB - % ZEMD = %(MMB — ZEMD).

14 Gegeven: Twee cirkels met gelijke straal die elkaar snijden in A en A.
De lijn / door A snijdt de cirkels in P en Q.
Te bewijzen: Driehoek BPQ is gelijkbenig.
Bewijs:  Noem het middelpunt van de linker cirkel M en van de rechter cirkel N.
Teken BP, BQ, AB, AN en BN.
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MA=MB = NA=NB (= S"‘m')} = AMAB 2 ANAB (ZZZ) = LAMB = ZNj.

AB=AB

£Q1 =% 2N3 (omtrekshoek) Q1 =180°—1 /N

2Ny + ZNp =360°= LNy =360° - ZN; 2 } =
/Q1=180°- 2@

2@z = %ZM
ZAMB = ZNq

ZP = %LAMB (omtrekshoek)

= /Qy=1s4MB
} 2 = /P = 2£Q, = driehoek 8PQ is gelijkbenig.

AD? + cD? = AC?
cO>0

BD? + cD? = BC? (Py‘rhagor‘as)} = Bc? > BD? = BC > BD.

}:AC‘2>ADZ:>AC‘>AD.

cO>0

AC > AD (15q)

BC > BD (15b)}:AC+BC>AD+BD

C+BC :

AD+ BD - AB }:A +BC > AB

Gegeven: AABC met een willekeurig punt P binnen deze driehoek.
Te bewijzen: PA+PB+PC > s.

Bewijs:  Teken de lijnstukken PA, PB en PC.

PA + PB > ¢ (driehoeksongelijkheid) b a
PB + PC > a (driehoeksongelijkheid) = 2PA+2PB+2PC >a+b+c
PC + PA > b (driehoeksongelijkheid) PA+PB+PC > %(a+ b+c)
PA+PB+PC >s. A c B
Gegeven: AABC met een willekeurig punt D op BC. &
Te bewijzen: AD<s.
Bewijs:  Teken lijnstuk AD. a
AD < €D + b (driehoeksongelijkheid) b D
AD < BD + ¢ (driehoeksongelijkheid) [ — 2AP <€D+ 8D +b+c
2AD<a+b+c
AD < %(a +b+¢)
A

AD< s.

Gegeven: Vierhoek ABCD met een punt P niet op een van de diagonalen.
Te bewijzen: AP+ BP +CP+DP > AC + BD.
Bewijs:  Teken AP, BP, CP, DP en de diagonalen AC en BD.

AP + CP > AC (driehoeksongelijkheid)
BP + DP > BD (drichoeksongelijkheid) [ — 7 + 8P+ €+ DP > AC + D.

Dit volgt uit de driehoeksongelijkheid.

AB+ BC > AC is in tegenspraak met AB + BC = AC, dus de veronderstelling
dat B niet op de lijn AC ligt is onjuist = 8 ligt op de lijn AC.

D

Gegeven: Vierhoek ABCD met AB=CD en AB// CD.

Te bewijzen: AD// BC (// betekent "is evenwijdig met").

Bewijs:  Veronderstel dat niet geldt AD// BC, dan
snijden AD en BC elkaar in een punt 5.
(zie de rechter figuur hiernaast) A + B
£5=45 - AB _ AS
LA, = 2D (F—hoeken)} = AABS5 © ADCS (hh)= 57 =12

Omdat AS # DS is AB # DC ( # betekent "is niet gelijk aan").

Dit is in tegenspraak met A8 = CD.

De veronderstelling dat AD niet evenwijdig is met BC is dus onjuist = AD// BC.




G&R viwo T deel ¥ lzﬂcw:izenindn-_v{a.h.h.emth.un.do_

C. vou Schwantzenbeng S/16 c c
21 Gegeven: AABC met LA=/B. Te bewijzen: AC =BC. D
Bewijs:  Veronderstel dat AC > BC, dan is er een punt D op AC zo, dat AD = BC.
AD=BC
LA=LB1p = AABD L ABAC (ZHZ) = £B1 = ZA. )
AB=AB . d
e . A B A B
Dit is in tegenspraak met het gegeven = er geldt niet AC > BC S AC - BC
Op dezelfde manier leidt de veronderstelling AC < BC tot een tegenspraak R
22a O(AADC) = % - €D - A(oogte trapezium) 22c Veronderstel dat PS < @S.
O(s8DC) = % €D - h(oogte trapezium) Dan O(aAPS) < O(ABQS) en O(ADPS) < O(ACRS).

Dus O(AADS) < O(ABCS).

( is de afstand fussen A2 en CD) In tegenspraak met onderdeel 22b = er geldt niet PS < QS.

22b  O(aADS) = O(AADC) — O(ACDS) Op dezelfde manier leidt "PS > QS" tot een tegenspraak.
= O(ABDC) — O(ACDS) Dus PS = @S.
= O(ABCS).
23a  Gegeven: AABC met £C =90°. Te bewijzen: BC? + AC? = AB®. e
Bewijs:  Teken de hoogtelijn D.
j?iig _ 900} = AACB <> AADC (hh) = jg ;’g = AC% = AD- AB (1).
j?ii’g _ 900} = ABCA <> ABDC (hh) = 5C = B4 BC?=8D-AB ). * D 5
Uit (1) en @) volgt nu: ~ AC? +BC% = AD - AB+BD - AB =(AD + BD)- AB = AB - AB = AB®.
23b Gegeven: AABC met BC? + AC? = AB?. Te bewijzen: £ =90°. c
Bewijs: I Veronderstel ZC <90°, dan snijdt de hoogtelijn uit A de zijde BC in D.
In AACD is: AD? + CD? = AC? (Pythagoras) N

In AABD is: AD? + BD? = AB? (Pythagoras)
CD? - BD? = AC? - AB?
AB% = AC? + BD? - CD?
AB? = AC? +(BD + D) (BD - CD) A B
AB? = AC? + BC -(BD-CDY< AC? + BC - BC = AB? < AC? + BC?.

Dit is in tegenspraak met het gegeven = veronderstelling I is onjuist.

IT Veronderstel £C >90°, dan snijdt de hoogtelijn uit 4 de zijde BC in D. D

In AACD is: AD? + CD? = AC? (Pythagoras)

In AABD is: AD? + BD? = AB? (Pythagoras)
CD? - BD? = AC? - AB?
AB? = AC? + BD? - CD?
AB? = AC? + (BD +CD)-(BD - CD)
AB% = AC? +(BD+CD)-BC > AC? + BC - BC = AB? > AC? + BC?.

Dit is in tegenspraak met het gegeven = veronderstelling IT is onjuist.
£C€ <90° en £C >90° zijn onjuist = £C =90°.

242  Vermoeden: ZA en de hoek tussen 4 en koorde BC zijn gelijk.
2B5ab E Vermoeden: De drie cirkels gaan door één punt. 25¢ Vermoeden: ZPAB = LPBC = LPCA.

26a Gegeven: Een cirkel met koorde A8, raaklijn k& in A aan de cirkel en een punt € op de grootste boog AB.
Te bewijzen: ZA; = ZACB.

Bewijs:  Teken het middelpunt M en de stralen AM en AM.
ZA, = ZB, (gelijkbenige driehoek)
LA, + LBy + LAMB =180° (hoekensom dr‘lehoek)

2- LA, + LZAMB =180° = LA, + EAAMB =90°
LA, + £A; =90° (raaklijn)
2 = LA = ZLACB. k
LACB = ELAMB (omtrekshoek)

B
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Gegeven: Een cirkel met koorde A8, raaklijn & in A aan de cirkel en een punt D op de grooTsTe boog AB.

Te bewijzen: ZA; = 2£D.
Bewijs:  Teken mlddeIth AC en I:Jns'ruk BC.
4812 90° (Thales) A
Z A, =90° (raaklijn) ’
AAZ ZB, (gelijkbenige dr‘tehoek)
£ By = £C (gelijkbenige drlehoek)
LA =2C }:AAI_AD K

£C = £D (constante hoek)

Gegeven: De punten A, B en C op een cirkel met de
raaklijn in C evenwijdig met koorde AB.
Te bewijzen: AABC is gelijkbenig.
Bewijs:  Teken AC en BC.
ZB = 2£C3 (Z-hoeken)
ZA = £C3 (hoek tussen koorde en raaklijn)

} = £ZB=2A= AABC is gelijkbenig.

Gegeven: Een punt P buiten een cirkel, lijn 4 door P snijdt de cirkel
in de punten A en B enlijn / door P raakt de cirkel in C.

Te bewijzen: PA-PB = P2,

Bewijs:  Teken AC en BC.
ZPCA = £ B (hoek tussen koorde en makth)
ZP=2P

Pc _PA 2
APCA > APBC (hh) = 20 =27 = PA-PB = PC*.

Volgens de stelling van de hoek tussen koorde en raaklijn.

£LPBC = ZPCA (hoek tussen koorde en raaklijn).
ZLPCA = ZPAB (hoek tussen koorde en raaklijn).

Noem T het snijpunt van ¢ en c5.

T op ¢1 = £LTAB =L TBC (29a)

T op ¢y = ZTBC = 2 TCA (2%)} = ZLTAB=LTCA=T op c3 (29b) = ¢1, ¢2 en c3 gaan door één pugt

Gegeven: Lijn /, een punt P niet op / en het punt Q op / zo, dat PQ L /.

Te bewijzen: PQ is de kortste verbinding van 2 met /.

Bewijs: PQZ + QRZ = PR? (Pythagoras)
Q,QZ > 0 (R valt niet samen met Q)
Omdat R een willekeurig punt op / is, is PQ de kortste verbinding van P met /.

= PQ? < PR? = PQ < PR.

Q H\!
d(P,A)=d(P,B) = P op de middelloodlijn van AB.

d(P,k)=d(P,/) (en k snijdt /) = P op de twee bissectrices (hoekdeellijnen) van de hoeken tussen (de lijnen) & en /.
d(P,m)=d(P,n) (met m| n)= P op de lijn evenwijdig met m en n, die gelijke afstand heeft tot m en tot n.

d(P,M)=3= P op de cirkel met middelpunt M en straal 3 (Notatie: ® (M, 3)).

d(P,k)=3= P op de lijnen op afstand 3 van 4.

(zie de figuur hierdonder)

3cm E4cm

> C k f p
§3cm I4cm

. C

d(P,k)=4 = P op de lijnen op afstand 4 van k.
d(P,k)=4 = P op of buiten de lijnen op afstand 4 van 4.
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d(P,c1)=d(P,c2) = P op de middelloodlijn van MiM>.
(teken nu zelf in het werkboek de middeloodlijn van MM,)
d(P,c1)=3=Pop & (M,6).

d(P,c)=2=Pop ®(Mz,5)of ©(M,1).
d(P,c1)23 A(én)d(P,c) <2 is dan het gearceerde
gebied (met rand) in de figuur hiernaast.

d(P,k)=2-d(P,/) (zie de figuur hieronder).

k

d(P,c1)=2-d(P,c)).

(zie de rechter figuur hiernaast)

d(P,cp)=2-d(P,c1).

(zie de linker figuur hiernaast)

Zie de figuur naast 36c.
Voor 0(0,0) is d(P,F)=d(P,/)=1.

(zie de rechter figuur hiernaast)

y
d(P,F)=3=Pop O(F,3).
d(P,/)=3= P op de lijnen op afstand 3 van /. 5
d(P,F)=d(P,/)=3=P=P of P=P,. e |
(zie de figuur hiernaast) ’// "\\
d(P,F)=d(P,))=15= P =Py of P=Py. ’
dP,F)=d(P,/)=2=P="Pgof P=PF. ____!%1.,_':_______ _____ a4 I N N
d(P,F)=d(P,/)=5=P =P of P=Pg. / / N
(zie de figuur hiernaast) / p \ \\
Vermoeden: de punten P liggen op een ! 3 !
parabool als d(P,F)=d(P,/). P, 5 R, P

d(P./)=d(P,x-as)+1=yp+1=y +1. ( ; v \ o
Pythagoras in AFQP: ¥ IR ---PEr--:------LE-----E-E--:},P-G--- ----- e
(zie de inzet hiernaast) P-TP E— - _‘5\_3_ __________ 'jf“f'““ _____ R
FP? = PQ? + FQ? met Y =l o v 1 —x
FR=xg-xF=xp-0=x. 5 3 x N e | B !
Dus FP2 =(y -1)2 + x% = - \ AF):"
FP=d(P,F)=(y —1% +x2. ’ 2
dP,.F)=d(P,])=> -3
N(6% ~1)2 4+ x% = y +1 (kwadrateren) =

2, 2 2 d(P, ) =3
(y-D+x“=(y+1)* > -4
y2—2y+1+)(2 :y2+2y+1:
4y = —x? (delen door - 4) = y= %XZ (de formule van een parabool). 36h  Ja, het vermoeden in 36d klopt.

C ligt op de meetkundige plaats = d'(C lijnstuk AB)=d(C,/) B .
d(C lijnstuk AB) = d(C,A), want AC | AB = d(C,A)=d(C,/)= C ligt op een van de parabolen.

d(C lijnstuk AB)=d(C,A)=d(C lijn AB), want AC L AB = d(C lijn AB)=d(C,/)= C ligt op de bissectrice.
Op dezelfde manier volgt dat D op een van de parabolen en de bissectrice ligt.
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PF =PV (P op de middelloodlijn van FV) B . T
d(P,F)=PF en d(P.])= PV = d(P,F)=d(P,/)= P ligt op de parabool met brandpunt £ en richtlijn /.
De meetkundige plaats bestaat uit delen D ' C

van de parabolen met brandpunt £

en richtlijnen AB, BC, CD en AD.

Bij het tekenen blijkt het voldoende te
zijn de parabolen met brandpunt £ en
richtlijnen A8 en CD te tekenen.

(zie de figuur hiernaast)

A I B

De meetkundige plaats bestaat uit delen van de parabolen X
met brandpunt A en richtlijnen de benen van hoek B.
(zie de figuur hiernaast)

Punt K is een knik op de meetkundige plaats. (het maakt niet uit welk van de twee knikken)

K op de parabool met brandpunt A en richtlijn het linkerbeen van hoek 8 = d(K,A)=d (K, lmkerbeen) }
K op de parabool met brandpunt A en richtlijn het rechterbeen van hoek 8 = d(K',A) = d(K,rechterbeen)
d(K linkerbeen) = d(K,rechterbeen) = K ligt op de bissectrice van hoek 8.

* 41d2  Vermoeden: lijn m is raaklijn van de parabool. 419 Ja

* 4le 2 Vermoeden: lijn m is bissectrice van LFPV.

* 41f2 =

* 42cE  Vermoeden: lijn m is bissectrice van ZFPV.
Vermoeden: lijn m raakt aan de meetkundige plaats. 42dE2  Ja

d(@Q,/)<d(Q,V) (afstand tot lijn)

d(Q.V) = d(Q.F) (middelloodlijn) [ Q) <d(@.F).
voor P op de parabool geldt: d(P,/)=d(P,V)
voor @ geldt: d(Q,/)<d(Q.V)

P ligt op de parabool en op m en alle andere
punten van m liggen buiten de parabool

Het snijpunt van m met FI/ noemen we 5.
PF = PV (parabool)

FS =5V (middelloodlijn)} = APSF 2 APSV (2ZZ) = £FPS = ZVPS ofwel m maakt gelijke hoeken met PF en PV.
PS=PS

} = Q ligt buiten de parabool.

} = m raakt de parabool.

Gebruik figuur 12.45 in het boek. 45  Gebruik figuur 12.45 in het boek.
e K isdelijn door A (loodrecht op de richtlijn, dus) e F spiegeleninr=V .
evenwijdig aan de symmeftrieas. e/ door V, loodrecht op AV.
e /(k,r)=«(r,AF)= brandpunt F. e T is het midden van FF'. (zie de figuur hieronder)

e FT =BT =/ (door B, loodrecht op de symmetrieas).
(zie de figuur hieronder)

@ :

1
T

/ H

B

Gebruik figuur 12.45 in het boek.

o AV 1l/=Vop/.

e I/ spiegeleninr= F.

e T is het midden van FF"'. (zie de figuur hiernaast)
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Zie de figuur hiernaast.

Gegeven: zie opgave 47 in het boek.

Te bewijzen: Vierhoek BVFPF is een ruit.

Bewijs:  Teken FV en het snijpunt S van BP en FV.

PF = PV (parabool) en BV = BF (middelloodlijn)

FS = SV (middelloodlijn)

ZLFS5B = ZVSP =90° = ABSF 2 APSV (ZHH)= BF =PV [~
PV /] s = £P = £B1 (Z-hoeken)

PF =PV = BF = BV = BVPF is een ruit.

Gegeven: zie opgave 47 in het boek.

Te bewijzen: AT =BT.

Bewijs:  Het snijpunt van / en s noemen we U.

TU =TF (parabool)

AU =PV (rechthoek); = AU =BF = AU -TU =BF -TF => AT =BT.
PV = BF (ruit)

AH P
1
) 1
F
-

-
Ul %

\m
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Diagnostische toets EWV
Teken DE. R
ZF1 = £Dy (constante hoek) }

£E12 =90° (Thales)
LC1+ LE12 + 2D =180° (hoekensom driehoek)

= £C1+90°+ £F =180° =
LC1+ £LFp =90°. A

Gegeven: zie opgave D1 in het boek.

Te bewijzen: ABFE is een koordenvierhoek.
Bewijs:

LA+ 2£C1+90°=180°= LA+ £C1 =90°
LC1+ £F1 =90° (zie Dla)

Dus LA+ £F, = ZF1 + ZF, =180° = ABFE is een koordenvierhoek.

=>ZLA=~LFA.

Gegeven: Twee cirkels met gelijke straal die elkaar snijden in A en B.
De lijn / gaat door 2 en snijdt de cirkels in P en Q.

Te bewijzen: AP = AQ.

Bewijs: Noem de middelpunten van de cirkels M en N.
MA = NA ( = straal)
MB=NB (= sTmal)} = AABM 2 AABN (2zZ) = sM = ZN.

AB=AB

ZM = ZN (zie hierboven)
2P =1 ZM (omtrekshoek) | = 2P = £Q =
L@ = %ZN (omtrekshoek) APAQ is gelijkbenig = AP = AQ.

Gegeven: Cirkel ¢ met middelpunt M en punt A buiten de cirkel.
Lijn AM snijdt de cirkel in B en C.
Op c liggen D en E zo, dat boog €D =boog CE.

Te bewijzen: ZCAE = ZCAD.

Bewijs: Teken CE en CD.
boog €D =boog CE
BC is middellijn
£ =ZLC (zie hierboven)
AC =AC = AADC 2 AAEC (zZHZ) = LCAD = LCAE.
CD = CE (boog en koorde)

c
Gegeven: AABC met zwaartelijn CD.
Te bewijzen: ¢D < %(AC' + BC). A
Bewijs: Verleng €D met DE = CD en teken vierhoel AEBC.
AB en CE delen elkaar middendoor, dus AEBC is een parallellogram. B
CE < AC + AE (driehoeksongelijkheid)
CE =2¢D }:zcommec:cm;(/rcwm. \e

}2boogBD=boogBE: LC1=LC.

AE = BC (parallellogram)

Gegeven: Cirkel ¢; met middelpunt M en cirkel ¢,
met middelpunt N, die elkaar raken in R.
Lijn k& gaat door R en snijdt c1 in Aen ¢, in B.
Lijn / gaat door R en snijdt ¢y in C en ¢z in D.
Te bewijzen: AC // BD.

Bewijs:  Teken de gemeenschappelijke raaklijn van c1 en ¢ in R. k
ZA = ZRq (hoek tussen koorde en raaklijn)
ZR1 = ZR3 (overstaane hoeken) = LA= /LB = AC // BD (Z-hoeken).
ZRp = £B (hoek tussen koorde en raaklijn)

Gegeven: Vierkant ABCD met daarin punt £ zo, dat LEDC = LECD =15°,

Te bewijzen: AABE is gelijkzijdig.

Bewijs: Uit het gegeven volgt dat DE = CE en AE = BE, dus het vierkant is symmetrisch
inde lijn MN, waarbij M het midden is van A8 en N het midden van ¢D.
Veronderstel dat AABE niet gelijkzijdig is, dan is ZBAE < 60° of ZBAE > 60°.
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I Veronderstel ZBAE < 60° = ZDAE > 30° en LABE < 60°, D N C
ZBAE <60° en LABE <60°= AE < AB s AF < AD.
AB=AD -
ZDAE >30°= LADE + LAED <150° R R
AE < AD — L ADE < Z AED }:4ADE<75 = LEDC >15°.
Dit is in tegenspraak met het gegeven = ZBAE < 60° is onjuist (1)
IT Veronderstel ZBAE > 60° = £DAE <30° en LABE > 60°.
ZBAE >60°en LABE >60°= AE > AB s AF > AD.
AB=AD A M—I 5
ZLDAE <30° = LADE + LAED >150° o o
AE > AD — ZADE > L AED }:4ADE>75 = LEDC <15°.
Dit is in tegenspraak met het gegeven = ZBAE > 60° is onjuist (2)
Uit (1) en (2) volgt LBAE =60° (= LABE) = AABE is gelijkzijdig.
d(P,/)=d(P,m) met als meetkundige plaats D7dE d(P,A)=d(A,m) met als meetkundige plaats
de bissectrices van de hoeken tussen / en m. de cirkel met middelpunt M en straal r = d(A,m).
!
pd .
/ A
*
d(P,A)=d(P,/) met als meetkundige plaats D7eE2 d(P,/)=d(A,/) met als meetkundige plaats de
de parabool met brandpunt A4 en richtlijn /. lijnen op afstand d(A,/) van / (evenwijdig met /).
I
!
% /
m Ay
/ " : 7 "
A
A
m

d(P,A) < d(P,m) met als meetkundige plaats
de parabool met brandpunt A en richtlijn m
als ook het gebied binnen deze parabool.

Teken de lijn door P evenwijdig aan de symmetrieas.
Spiegel deze lijn in de raaklijn door A.

Het snijpunt van de gespiegelde lijn en

de symmetrieas is het brandpunt £.

F spiegelen in de top geeft een punt op de richtlijn.
De richtlijn staat loodrecht op de symmetrieas.

Voor het brandpunt en de richtlijn zie D8a.
Teken het voetpunt V' van Q.
De middelloodlijn van FV is de raaklijn in Q.

Gegeven: Parabool p met richtlijn / en brandpunt F. p
De raaklijnen & en m snijden elkaar in S op /.

Te bewijzen: ZP5Q =90°.

Bewijs: Teken PV L/ en QW L/.
Teken QP, FS, VF en WF.

S op de middelloodlijn van FV = SV = SF }3 r
S op de middelloodlijn van FW = SW = SF

F op cirkel met middellijn VW = 2 WFV =90° (Thales).
ZWFV =90° N M
ZM =90° (raaklijn is middelloodlijn van FV/) . \
4N =90° (raakli:]]n is middelloodlijn van FW) = £P5Q = 90"
LWFV + M+ ZN + ZPSQ = 360° (hoekensom vierhoek) o v [ 1

1% S v
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Gemengde opgaven 12. Bewijzen in de viakke meetkunde
Zie de figuur hiernaast.

Gegeven: Gelijkzijdige AABC met zijn omgeschreven cirkel.
Punt P ligt op de kortste boog BC en B' ligt op het
het verlengde van ¢P zo, dat PB' = PB.

Te bewijzen: ABB'P is gelijkzijdig.

Bewijs:

ZP = £By = 60° (constante hoek)

£LP> = £C1 =60° (constante hoek) f = £P3 = 60°.

£ P23 =180° (gestrekte hoek)

Dus ABB'P is een gelijkbenige driehoek met

een tophoek van 60° = ABB'P is gelijkzijdig.

Gegeven: Gelijkzijdige AABC met zijn omgeschreven cirkel.
Punt 2 ligt op de kortste boog BC en B' ligt op het
het verlengde van ¢P zo, dat PB' = PB.

Te bewijzen: AP = BP +CP.

Bewijs:

AB=BC

6P - 88 = AABP 2 ACBB' (ZHZ)

4312:6004'482 :ZB _ZB d AP—CB'

£B,3=60°+28, 12~ <723 us ArF=ce

AP =CB'=CP+PB'

}:AP:CP+BP.

BP =PB'
Gegeven:
Koordenvierhoek ABCD met AC L BD en punt K op €D zo, dat CK = DK. 2D
Het snijpunt van de diagonalen is S en L is het snijpunt van KS en AB. RRK
Te bewijzen: LASL = ZKCS. A 7 527 AN
Bewijs: 2 +7[s, 1
£S512 =90°en CK = DK =
K is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van ACDS (Thales). ;
Dus KS =KC = £51=2£C _ _ A€
£51 = £54 (overstaande hoeken)} = L€ =454, dus LASL = ZKCS.
Gegeven:
Koordenvierhoek ABCD met AC L BD en punt K op €D zo, dat CK = DK.
Het snijpunt van de diagonalen is S en L is het snijpunt van K5 en AB.
Te bewijzen: KL L AB. 2
Bewijs: \
LDy + £C5 + £512 =180° (hoekensom driehoek) B
£ £LC5 =90°
£512 =90° = <0+ 2=90 = LAy + LCH =90°.
2Dy = ZAj5 (constante hoek)

LAy + LC =90° }

LCp =254 (ieGoa)| — <2+ 454 =90

ZL1 =90° 1 AB.
LAy + £54 + £L1 =180° (hoekensom driehoek)} =4l =90 =KL

Gegeven:

Koordenvierhoek ABCD waarbij BD middellijn van de omgeschreven cirkel is.
Punt P ligt op AD en punt Q op €D zo, dat PQ L BD.

Te bewijzen: PACQ is een koordenvierhoek.

Bewijs:

S is het snijpunt van PQ en BD.

BD is middellijn = £ A1 = 90° (Thales)

£5=90° = /LB + £P> =180°. A
LAy + LB+ £S5+ £P> = 360° (hoekensom vierhoek)} |
ZLBy + £LP, =180° .
431 = 4622 (constante hoek)} = LCo+ £Fp =180
Dus PACQ is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
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Gegeven: Zie opgave G4 in het boek. Py

Te bewijzen: p; en p, raken elkaar.

Bewijs: P

Teken vierkant ABCD met AB door F1 en AB// FaFy;

BC door F, en BC // FiF3; €D door F3 en CD// FoF4 en F

AD door F4 en AD// FiF3. Het snijpunt van F1F3 en FoFy is O. b !

BFy = BF, =d(B,F2F4) = B op pj (parabool). i

De raaklijn in B aan p; is de bissectrice van £F1BF, en gaat dus door O. !

Evenzo ligt B op p, en gaat de raaklijn in 8 aan p, door O. |

Dus de parabolen p; en p, raken elkaar dus in B. i
Ps |

L F,

Py
Py

Gegeven: Zie opgave G4 in het boek.
Parabool p; snijdt de zijde F1/ in S
Te bewijzen: Fy4 ligt op de raaklijn aan p; in 5.
Bewijs: Teken S5F4 en ST L FFy.
S5 op p1 = SF1 =5T (parabool)
LSF1Fy = £5TF4 =90° = ASF1F4 L ASTF, (ZZR) =
S5F4=5F
ZLF1SF4 = £ TSF4 = SF4 is raaklijn van pq (raaklijneigenschap).
Dus F4 ligt op de raaklijn aan p; in S.

Gegeven: Zie opgave G5 in het boek. A
Te bewijzen: y=a+ f. A ?
Bewijs: Spiegel ain /4 en B in /.

De gespiegelde lijnen staan loodrecht op de richtlijn (raaklijn parabool). i
Teken door € een lijn evenwijdig met de gespiegelde lijnen. s

ZC1 = a (Z-hoeken) o
£C = B (Z-hoeken)[ = “C12 =7 =@+ B.

/B Gegeven: Zie opgave G5 in het boek.

Ia

Te bewijzen: ZAFB =2y.

Bewijs:  Spiegel ain /4 en g in /p.
De gespiegelde lijnen staan loodrecht op de richtlijn (raaklijn parabool).
Teken door F een lijn evenwijdig met de gespiegelde lijnen.

ZF1 =2 (Z-hoeken) B
LF> =20 (Z—hoeken)} = LFp=2a+2p
y=a+ [ (zie 65a)

B

} = LF1p =ZLAFB=2y.

Gegeven: Zie opgave G6 in het boek.
Te bewijzen: De bogen AQq en AQ> zijn even groot.
Bewijs:

ZLYAX = £ YBX (constante hoek)

ZLYAX = £LP1AP> (overstaande hoeken)
ZLYBX = LQ1AQ> (overstaande hoeken)

boogAFs =boog Q1Q2
boog AR =boogPiP +boogPo@1 | = boogAQ1 =boog Q.
boog~Q> =boog QQ> +boog L@y

= LPAP = LQARS =
boog P1/D2 = bOOg Q1Q2~
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2D is onafhankelijk van de stand van / (constante hoek)

£y = LBCA is onafhankelijk van de stand van / (constante hoek) =
£C5 = £BCD is onafhankelijk van de stand van / (£¢; + ¢, =180°)
ZLCBD + £BCD + £D =180° (hoekensom driehoek)

Gegeven: Zie opgave G7 in het boek.
Te bewijzen: ZAMN = LACB.
Bewijs: Teken AM, BM en AB.

ZACB =1 2 AMB (omtrekshoek)
AAMB is gelijkbenig = L AMN =1 2amB

= ZCBD is onafhankelijk van de stand van /.

} = LAMN = LACB.

Gegeven: Zie opgave G7 in het boek.
Te bewijzen: ZMAN = £CBD.
Bewijs: Teken AM, AN, BN en AB.

ZADB =% 2 ANB (omtrekshoek)
AANB is gelijkbenig = ZANM =1 2 ANB

ZMAN + ZAMN + LANM =180° (hoekensom driehoek)
ZAMN = LZACB = ZDCB

ZLANM = ZADB = 2 CDB

LCBD+ £DCB + £CDB =180° (hoekensom driehoek)

} = LANM = LADB.

= LMAN = £LCBD.

Gegeven: Zie opgave G8 in het boek.
Te bewijzen: ZAPB =90°+ % 7.
Bewijs: Noem LBAC =aen LABC = j5.
a+ B+ y=180° (hoekensom driechoek) = %0[ + %ﬂ + % y=90°

%0{ + %,B + ZAPB =180° (hoekensom driehoek)

Gegeven: Zie opgave G8 in het boek.

Te bewijzen: De baan die P beschrijft is een cirkelboog.

Bewijs:

De grootte van y verandert niet als € over boog I beweegt (constante hoek) =
de grootte van £LAPB =90° + % 7 verandert niet als € over boog I beweegt =
de baan van P is een cirkelboog (constante hoek).

=90°-1y=180°- ZAPB = £APB=90°+1y.

ZAPB =90° + % ¥ (zie 68a) = %ZMl (omtrekshoek) = Z My =180° + 7.
My =180°+y
ZAMB + LMy = 360°
Gegeven: Zie opgave G8 in het boek.
Te bewijzen: M ligt op boog IL.
Bewijs: ZAMB + y=180° - y+ y=180° = AMBC is een koordenvierhoek (koordenvierhoek) = M ligt op boog IT.

} = LAMB +180° + y =360° = LAMB =180° - 7.

Gegeven: AABC en ABDE met LACB = ZBDE . De omgeschreven
cirkels van deze driehoeken snijden elkaar in 2 enin S.

Te bewijzen: S ligt op de lijn AE.

Bewijs: Teken AS, BS en SE.

£D+ 255 =180° (koordenvierhoek)

£Lb=«C = /£51+£5,=180°= S op AE.

£C = 251 (constante hoek)
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610a = Het snijpunt van AM met de cirkel is N.
boog R1R> =% van de omtrek van ¢, dus ZRiMR, = % -360° =120°.
ZRiMA =L 2RiMR, =1 120° = 60°
ZR1 =90° (raaklijn)

Dus AN = MN = de afstand van A tot ¢ is de helft van AM.
G10b 2

}:AMzZ-Mﬁ:Z-r:Z-MN.

S,

In het grensgeval met o =90° is X51MS, een viekant,
immers de hoeken bij 51 en S zijn 90° en MS = MS>.
De zijde van dit vierkant is 7 = MX = ry/2.

O(6) = O(cirkel met straal r+/2) — O(cirkel met straal r)

:7r-(r'x/§)2 —r-22=2xr - 7r? =0(c)

=> 4LBp =«
LA = B (constante hoek) r = £B1p = LA,
a=p 7
GllIbE e} Dus LBAC = LABC.

GllaB 2By + £51 + ff=180° (koordenvierhoek)
o+ £S5+  =180° (gestrekte hoek)

De middelloodlijn van A8 snijdt de cirkel in 1 en €.
(omdat ¢ en ¢, op de middelloodlijn van A8 liggen geldt:

LEAB = LCBA en LG,AB = £C,BA)
Uit de omgekeerde bewering volgt nu dat de spiegeltjes
in de richtingen PCy en QC, getekend moeten worden.

G

G12aE Teken twee lijnen evenwijdig met & op afstand 1 cm van 4,
de cirkel met middelpunt M en straal 2 cm en
de cirkel met middelpunt M en straal 4 cm.

612b De meetkundige plaats is de halve lijn MA

en de parabool met brandpunt M en de
richtlijn evenwijdig met & op afstand 3 cm van 4.
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Gl3aE Gegeven: Zie opgave 613 in het boek.
Te bewijzen: OC =DP.
Bewijs:
AB = BP = /P = ZA = o (gelijkbenige driehoek)
ZC1 + a =180° (koordenvierhoek)
£LC1+ £C =180° (gestrekte hoek)

Dus ACDP is een gelijkbenige driehoek en hieruit volgt OC = DP.

}34422(1}:4/’:462.

G13bE

Gegeven: Zie opgave 613 in het boek.
Te bewijzen: ZASD =3a.

Bewijs:

£ By =90° (Thales)

o+ £By + £Dy =180° (hoekensom driehoek)
ZP =« (zie 613a)
j?z ;gg‘%iﬁ:;} = £C1=90°+a LA+ a+90°+a=180° =
LA+ £P + £C1p =180° (hoekensom driehoek) LA =90°-2a.
LA+ LDy + LASD =180° (hoekensom drieh)}

}:ZDI =90°-a.

LD =90° -«
ZA; =90°-2a

=90° -2 +90° - + LASD =180°
= LASD =3a.




